5. Correction des exercices

Exercice 7.1 D’aprés la définition, si f'(a) existe, f’(a) vérifie : f'(a) = limj,—0 w
Soient a et h des réels tels que a € R* et a + h € R*, c’est-a-dire a # 0 et h # —a. |l vient :

(a+h) fla) _ 1 ( _ _)
h a+h a
_ (ot

ax1 )x1
a(a+h) ~ a(a +h)

S= = =

Lorsque h — 0, 0n a

lim _
h—0 a(a + h)
existe et
lim it
h=0a(a+h) a2
En particulier pour a = —1, il vient f'(—1) = (:11)2 ===-1

D’aprés la définition, si f’(a) existe, f'(a) vérifie : f'(a) = limy, o LeH=1(@),

Soient a et h des réels tels que a e R et h € R. Il vient :
Hoth)ZJ(@) — 1 ((q+ k)2 - 5(a + h) + 3 — (a® — 5a + 3))

A+ 2ah + b2 — 56— Sh+ 3 — a¥ + 56 — 3)

(2ah + 2 — 5h)
app+h—5

=2a+h-—5

= =

{

Lorsque h — 0, 0n a
lim 2a +h —5
h—0

existe et
lim2a+h—-5=2a—-5
h—0
En particulier pour a = 2, il vient f/(2) =2x2-5=4-5=—1
D'aprés la définition, si f'(a) existe, f'(a) vérifie : f'(a) = limy, Hath)—f(a)
Soient a et h des réels tels que a € R et h € R. |l vient :
Hoth)=1(@) — 1 ((q 4 h)? —3(a + h) — (a® — 3a))
e % (a3+3a2h+3ah2+h3—3a—3h—a3—|—3a)
=+ (3a®h + 3ah® + h® — 3h)
_ 3a®h+3ah®>-3h

R
=3a? + 3ah —3

Lorsque h — 0, 0n a
lim 3a® + 3ah — 3
h—0

existe et
lim 3a® + 3ah — 3 = 3a%2 — 3
h—0

Et ceci pour tout a € R.

D’une maniére générale, si f(x) = 2™, on aura f’( ) = na™
C’est bien pratique, surtout quand on salt que 2 =z 'et que \/E =
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Exercice 7.2 La tangente en A a une pente de 2 :lorsque I'on se "décale” d’un cran vers la droite, il faut
"monter” de 2 crans pour revenir sur la tangente, d’ou la pente +2). Donc le nombre dérivé associé est +2.

La tangente en B a une pente de —1 :lorsque I'on se "décale” d’'un cran vers la droite, il faut "descendre” de
1/2 cran pour revenir sur la tangente, d’ol la pente -1/2). Donc le nombre dérivé associé est —3.

Exercice 7.3 La tangente en A est une droite qui passe par les points A(2;3) et B(4;-1). Nous allons chercher
une équation de cette droite pour trouver son coefficient directeur; si nous cherchons son "équation réduite”
(équation de la forme y = mx + p), nous aurons tout de suite son coefficient directeur m. Pour cela, écrivons
que les points A et B appartiennent a la droite en mettant leurs coordonnées dans I'équation y = mx + p.
Yo = mTaA+p
yp = mxp+p
c'est-a-dire :
3 2m +p
-1

dm+p

On n’a méme pas besoin de résoudre entierement le systeme, il suffit de trouver m, donc d’éliminer p, par
exemple en soustrayant les équations membre a membre. Il vient :
3—(-1)=2m —4m+p— p, cest-a-dire 4 = —2m, d'ou m = —2.

Donc f/(2) = —2 (la pente de la tangente au point A donne le nombre dérivé en x 4).

Exercice 7.4
Exercice 7.5 1.a) On a vu a I'ex. 22p84 que lorsque h — 0, on a
im _—1
h—0 a(a + h)
existe et
. -1 -1
Iim —— = —
h=oala+h)  a?
En particulier pour a = 1, il vient f/(1) = oE = _Tl =1
etpoura = —g,ilvient f'(-3) = =7 = —4
2 4
1.b)
\\\\\\

2) On a déja, grace au nombre dérivé, le coefficient directeur de ces droites, c’est-a-dire le nombre m dans
une équation réduite du type y = mx + p.
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Equation de 7’4, la tangente au point A. On a m = —1, donc I'équation est de la forme y = —z + p.

Pour déterminer p, on met dans cette équation les coordonnées du point A(1; f(1)), c’est-a-dire A(1;1).
llvient:1=—-1x1+p,doul=—1+p,doup=2;I'équationde T4 est y = —z + 2 (ce qui est cohérent
avec notre graphique).

Equation de T, la tangente au point B. On a m = —4, donc I'équation est de la forme y = —4z + p.

On détermine p grace a la méme méthode, on met dans cette équation les coordonnées du point

B(—3; f(—3)), C’est-a-dire B(—3; —2).

llvient: —2 = —4 x (—3) + p, d'oll —2 = 2 + p, d'olt p = —4; I'équation de Tz est y = —4x — 4 (ce qui est
cohérent avec notre graphique).

Exercice 7.6 1.a)D’aprés la définition, si f'(a) existe, f/(a) vérifie : f'(a) = limy,—0 w
Soient a et h des réels tels que a € R, et htel que (a + h) € R4 Il vient :

flath)~f(a) _ vaFh-ya

n i
(Vath—va)x(Vat+h+ya)
hx (Vath/a)

_ Vaih- @
= w(Vath+Va)
— _ ()=

= W(Vath+Va)

I S

[

_ 1

= Vi

Lorsque h — 0, on a limj,_,o m existe et

1 1
lim =
h=0va+h++a 2va

Et ceci pour tout a € R,..

Donc f'(1) = 5z =5etff(4)=57=1

D

1.b)

8 -

Les pentes des tangentes sont cohérentes avec les résultats trouvés a la question précédente.

2)On applique la méme méthode que précédemment, en recherchant des équations réduites y = max + p dont
on a déja le coefficient directeur m.

Equation de T4 : y = ma + p avec m = 3. On cherche la valeur de p en mettant les coordonnées du point
A(1; f(1)), i.e. A(1;1) dans cette équation; il vient :
1:%><1+p:>p:1—%:>p:%

Ce résultat est cohérent avec le graphique (ordonnée a l'origine).

Equation de Tz : y = ma + p avec m = 1. On cherche la valeur de p en mettant les coordonnées du point
B(4; f(4)), i.e. B(4;2) dans cette équation; il vient :

2=1ixd4+p=p=2-1=p=1

Ce résultat est cohérent avec le graphique (ordonnée a l'origine).
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Exercice 7.7 1.a)D’apres la définition, si f’(a) existe, f'(a) vérifie : f'(a) = limp,—0 w
Soient a et h des réels tels que a e R et h € R. Il vient :

Sla+h)—f(a) _ (at+h)’—d®
h h

_ 13a%ht3ah® 1’ —a®

h
__ 3a’h+3ah®4h3
- h
= 3a® + 3ah + h?
Lorsque h — 0, on a limj,_, 3a® + 3ah + h? existe et

lim 3a? + 3ah + h? = 34>
h—0

Et ceci pour tout a € R.
Donc f/(1) =3 x12=3et f/(-1)=3x (-1)2=3.

2)

/ !l -
3.a)Les tangentes semblent paralléles.

3.b) Les tangentes SONT paralleles, car elles ont le méme coefficient directeur (on I'a calculé a la 1ére
question) ! Inutile de faire de gros calculs...

Exercice 7.8 On lit la pente de la tangente.

e a) f'(1)=3
e b) f(1)=0
ecC)f'(1)=0
e d) f'(1)=-1

Exercice 7.9 On lit la pente des tangentes :
T4 a pour pente m4 = 0.
T a pour pente mp = —3.

2

T a pour pente me = —3.

Tp a pour pente mp = 4.

Equations des tangentes :
On a déja, grace au nombre dérivé, le coefficient directeur de ces droites, ¢’est-a-dire le nombre m dans une
équation réduite du type y = mx + p.

Equation de T4, la tangente au point A. On a m4 = 0, donc 'équation est de la forme y = 0x + p.
Pour déterminer p, on met dans cette équation les coordonnées du point A(—2;6).
Il vient : p = 6; 'équation de T4 est y = 6 (ce qui est cohérent avec notre graphigue).

Equation de T5. On a mp = —3, donc I'équation est de la forme y = —3z + p.

On détermine p grace a la méme méthode, on met dans cette équation les coordonnées du point B(1;2).
llvient:2=-3x (1)+p,dou 2= -3+ p,doup=5;I'équation de T est y = —3x + 5 (ce qui est cohérent
avec notre graphique).
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Equation de Tc. Oname = —%, donc I'équation est de la forme y = —%x + p.

On détermine p grace a la méme méthode, on met dans cette équation les coordonnées du point C(3; —2).
Ilvient : =2 = —2 x (3) + p, d’oll —2 = —2 + p, d’oli p = 0; 'équation de T est y = —Zx (ce qui est cohérent
avec notre graphique).

Equation de Tp. On a mp = 4, donc I'équation est de la forme y = 4z + p.

On détermine p grace a la méme méthode, on met dans cette équation les coordonnées du point D(5;1).
llvient:1 =4x5+p,dou1=20+p,doup=—19;'équation de Tp est y = 4z — 19 (ce qui semble
cohérent avec notre graphique).

Exercice 7.10 1°) f/(z) = 62 + 5, donc f'(a) = —=124 5 = —7. De plus, f(a) =0, dou T,|ly = —7(x + 2), i.e.
T,y =—Tx—14

2°) f'(z) =z — %, donc f'(a) = 2. Deplus, f(a) = =2, d'oU T,ly = 3(z —5) — 2, i.e. Tuly = 32 — 10

39 f'(z) = 505, donc f'(a) = §. Deplus, f(a) =3, doU T, |y = §(z —9) +3,i.e.T,|y = go + 3

4°) f'(z) = 322, donc f’(a) = 12. De plus, f(a) =8, d'ol T,|y = 12(x — 2) + 8, i.e.T,|ly = 122 — 16
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